TRIGONOMETRIE 

Site MathsTICE de Adama Traore Lycee Technique Bamako 


I) Angles orientes: 

Considerons les points A, B, C, E, F, G. 




Les triplets (A,B,C) et (E,F,G) sont de sens contraires. 

- Le sens du triplet (E,F,G) est appele sens positif ou direct; 

- Le sens du triplet (A,B,C) est appele sens negatif ou indirect ; 


Considerons les angles (04 ; OB) et {PM ; PN ) 




0 est un angle oriente positivement ; a est angle oriente negativement. 

1- Determination de la mesure principale d’un angle oriente : 

Soit a une mesure en radians respectivement en degres de 1’angle (04 ; OB) 
On ecrit (04 ; OB) = a rds OU (04 ; OB) =a ° 

L’angle (04 ; OB) comporte une infinite de mesures. 

t 
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Parmi toutes ces mesures une et une seule notee 9 appartient a ]-7i; tt] que l’on 


appelle mesure principale de Tangle (OA ; OB) . On note : Mes ( OA ; OB) = 0. 


2- Theoreme : 

Si x une mesure en radians sa determination ou mesure principale notee 0 est 
telle que : x = 9 + 2kn avec keZo 0 = % - 2kn avec 0 e ]- n; tt] . 

3- Exemplel : 


Determiner en radians la mesure principale d’un angle oriente dont une mesure 
est x = ^-rd Q=x-2k%etQ e]-7l ;tc ]«=> —7C < 0 < 7t 

-71 < X - &7T <7t <^=> -7t < 7t - 2k% < 71 <^> 

— 2,66 < k<— 1,66 => k — —2. 


En rempla^ant x et k par leurs valeurs on obtient: 0 = 


71 

3 


rd . 


- Exemple2 : 

Determiner en radians la mesure principale d’un angle oriente dont une mesure 

* j 

est x = — rd . 

6 

On remarque que ^ g ] -7t 71 ] ; done la determination est 0 = x =^- rd 

4 - Comment determiner en degres la mesure principale d’un angle oriente : 

Soit x une mesure en degre d’un angle oriente et soit 0 sa mesure principale 

(0 G ]-180°; 180°] ). 

- Si xg ]-180° ; 180°] alors 0 = x ; S = 0 

- Si xg ]-180° ; 180°] alors x - 0 + 360£ . 

En general on procede de la fagon suivante : 

lercas : six est positif, on effectue la division euclidienne dex par 360° on 
obtient: x = 360q + r, qG^Met0^r< 360 ; 

Si r < 180° alors 0 = r 

Si r > 180° alors x = 360q + r + 360 - 360 o x = 360(q+l) + (r - 360) ; 

Si (r-360) g]- 180° ; 180°] alors 0 = r - 360 . 
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Exemples : a) x = 3715°. 

x=360 xl0+115° ; 115° e]-180° ; 180°] done 0 =115°. 
b) x = 2796°. x=360 X7+276 comme r= 276 >180° alors 
x=360 X7+276+ 360 -360 o x=360 x(7+l )+(276 -360) o 

x=360 x(8)+(- 84)x>Q = -84°. 

2eme cas : Si x est negatif et non multiple de 180°, alors on applique la methode 

precedente a (-x) en remarquant que - x = 360k + 0, avec 0 e]-180° ; 180°]. 

Exemple : soit x = -789° o -x = 789° <=> -x = 360x2 + 69 

en multipliant par (-1) x=360 x(-2)+ (- 69) o 0 = -69° . 

II - Fonctions circulaires : 

1°) Definitions des fonctions Sinus et Cosinus : 

Considerons dans le plan un repere orthonorme (O ; A ; B) de sens direct. Soit (C) 
le cercle trigonometrique e'est-a-dire le cercle de centre O et de rayon R=l. 



A tout point M du cercle correspond un angle oriente (a) = ( OA ; OM) dont la 
mesure principale en radians est: a. 


Dans le repere (O ; A ; B) l’abscisse du point M est appelee cosinus de (a); 
l’ordonnee du point M est appelee sinus de (a). 


On note : Cosa = OP et Sina = OQ 
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- L’axe (x’ox) des abscisses est appele axe des cosinus ; 

- L’axe (y’oy) des ordonnees est appele axe des sinus . 

Consequences : 

Ci) A(l ; 0) ; B(0 ; 1); A'(-l ;0); B '(0 ;-l). 

\/xgIR, -1< cos x <1 ; -1< sin x <1. 

C 2 ) Si a augmente de 2kn le point M revient a sa position initiate. 

On exprime ce fait en disant que les fonctions cosinus et sinus sont periodiques 
de periode 2n. 

Vx E [R cos(x + 2n) = cos (x) et sin(x + 2n) = sin( x) ; 
cos(x + 2k7i) = cos (x) et sin(x + 2k7i) = sin(x). 


C3) 

- Le sinus d’un angle situe dans le cadrant (I)ou (II) est positif, et negatif 
dans le cadrant (III) ou (IV). 

- Le cosinus d’un angle situe dans le cadrant (I) ou (IV) est positif, et 
negatif dans le cadrant (II) ou (III). 

2°) Representation graphique des fonctions sinus et cosinus : 

Puisque les fonctions sinus et cosinus sont periodiques de periode 271 , on peut les 
etudier sur [- n ; 71]. 

Pour cela dressons la table des valeurs en examinant les positions de P et Q 
lorsque a decrit l’intervalle [- n ; tt], le point M decrivant le cercle 
trigonometrique dans le sens positif. 

sin : [—7t; 7t ] —»IR cos : [-71; 7t ] —> IR 

x >— sin x x >-*■ cos x 


X 

-71 

—Til 2 

0 

7l/2 

71 

Sin(x) 

0 

-1 

0 

1 

0 


X 

-71 

-Til 2 

0 

7l/2 

71 

cos(x) 

-1 

0 

1 

0 

-1 
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Representation de la fonction sinus 



- Representation graphique de la fonction cosinus 
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- Representation graphique de la fonction tangente 



3- Fonction tangente et Fonction cotangente : 



Les axes (AT) et (BU) 
sont respectivement appelees 
axe des tangentes et des 
cotangentes. On appelle 
tangente de 1’angle (a) la 
mesure algebrique de AT. On 
appelle cotangente de 1’angle (a) 
la mesure algebrique de BU. 

On note : 

tan(a) = AT ; cotan(a) - BU 
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Les fonctions tangente et cotangente sont periodiques de periode n. 


tg(a +7T) = tga ; cot g(a +7C) = cot ga 
tg(a + kl T) = tg(a) ; cot g(a + kll) = cot g(a ) 


III - Relations Fondamentales : 

1°) Theoreme : 

Les fonctions circulaires d’un meme angle (a) sont liees par les relations 
suivantes : 


cos 2 <9 +sin 2 0 = 1 


tgO) = 


sin(60 

cos(0) 


cotg(0) = 


cos(60 

sin(60 


1 

~tgi9) 


Demonstrations 

- Considerons le triangle OPM rectangle en P. 

OP 2 + PM 2 = OM 2 <=> sin 2 a + cos 2 a =1. 

- Considerons les triangles semblables OAT et OPM 

OA AT 1 tga . sin a 

-=-<^>-= — 2 tga x cos a = sinfl« tga =- 

OP PM cos a sin a cos a 


- Considerons les triangles semblables OBU et OQM 


OB BU 1 
<=> 


OQ QM sin a cos a 


cotea . cos a 

<=> cotgaxsma = cosa <=> cotga - 


sma 
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2°) Autres Relations : 


Nous savons que VigK sin 2 x + cos 2 x = 1 .Si cosx ^ 0 en divisant par cos\, 


cos 2 x + sin 2 x_ 1 
cos 2 x sin 2 x cos 2 x 


cos' x 


-l + tg 2 x. D’ou : 


t 2 1 

1 + tg X = - 


COS X 


Si sinx ^ 0 en divisant par sin 2 x, 

.? 2 cos 2 x sin 2 x 1 1 t 2 

sin a +cos a = 1<=>--— + —-— = —-—<=>—-— = l + cotg x 

sin'x skrx skrx skrx 


D’ou: . l + cotg 2 x = —— . 

sin x 

IV - Angles remarquables : 


Angles 

0° 

0 rd 

30° 

- rd 

6 

45° 

- rd 
4 

60° 

- rd 

3 

90° 

- rd 

2 

120° 

In , 
— rd 

3 

135° 

3 n , 
— rd 

4 

150° 

5# , 

— ra 

6 

180° 

7t rk 

Sin 

0 

1 

2 

V2 

2 

V3 

2 

1 

V3 

2 

V2 

2 

1 

2 

0 

Cos 

1 

V3 

2 

V2 

2 

1 

2 

0 

1 

~2 

V2 

” 2 

V3 

” 2 

-1 

tan 

0 

V3 

3 

1 

A 


-A 

-1 

V3 

3 

0 

cotg 


A 

1 

V3 

3 

0 

a/3 
” 3 

-1 

-A 
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V - Les Angles associes: 

1°) Angles opposes : (a) et (- a) 

-Deux angles sont dits opposes si leur somme est egale a 0 radian ou 0°. 


y’ 

- Deux angles opposes ont meme cosinus et de sinus opposes. 

2°) Angles supplementaires : (71 - a) et ( a) 

- Deux angles sont dits supplementaires si leur somme est egale a n radian ou 180°. 


cos(— a) = cos(a) 
sin( - a) = - sin(a) 
tg(- a) = - tg(a) 




cos(7i - a) = - cos(a) 
sin(7i - a) = sin(a) 
tg(7i - a) = - tg(a) 


- Deux angles supplementaires ont meme sinus et de cosinus opposes. 
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3°) Angles complementaires : (n/2 - a) et ( a) 

71 

- Deux angles sont dits complementaires si leur somme est egale a — radian ou 
90°. 



M et M’ sont symetriques par 
rapport a la l eie bissectrice. 


Sin(^- a) = cos(a) 
Cos(^- a) = sin(a) 
Tg( y- a) = cotg(a) 


- Deux angles sont complementaires si le sinus de l’un est egal au cosinus de 
1’autre. 


4°) Angles dont la difference est n : (n + a) et ( a) 

M et M’ sont symetriques par rapport a la 1 ere bissectrice. 



cos(7i + a) = - cos(a) 
sin(7i + a) = - sin(a) 
tg(7i + a) = tg(a) 
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5°) Angles dont la difference est ^ : (^ + a) et ( a) 

M et M’ sont symetriques par rapport a l’axe des ordonnees. 



cos(y+ a) = - cos(a) 

71 

sin(y + a) = sin(a) 
tg( + a) = - tg(a) 


VI - Equations fondamentales: 

1°) Equation cosx = a (a gR, xeR) 

• Si a g [-1 ; 1] alors 1’ensemble solution est S = 0. 


• Si a g [-1 ; 1] alors cos(x) = a o cos(%) = cos(cx) avec a = cos(cx). 


Les solutions de 1’equation sont: 


x = a + 2k7T 

Ice Z . 

x--a + 2 Ick 


L’ensemble des solutions est S - { a + 2kn ; -a + 2kn / IceZ}. 


Exemple 1 : Resoudre x reel, cos(x) = 


A 


, , V3 n 

cos(x) = — <=> cos(x) = COS — <=> 


71 

x= —1-2 k7t 
6 

x=——+2k7T 
6 

L’ensemble des solutions est S =\ —+2 kzr ; 

6 


keZ 

-~+2k7T / fceZ 1. 

6 J 
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Exemple 2 : Resoudre x reel, 2cos(2x-y) = 1 

77 77 1 77 77 

2cos(2x -) = 1 <=> cos(2x-) = — <=> cos(2x-) = cos— <=> 

3 3 2 3 3 


77 , 

X= - YK77 

3 

X=k77 


L’ensemble des solutions est S =\—+k77;k77 / keZ l 

13 J 

2°) Equation sinx = a (a gR, xgR ) 

• Si a g [-1 ; 1] alors 1’ensemble solution est S = 0. 

• Si a g [-1 ; 1] alors sin(x) = a o sin(x) = sin(a) avec a = sin(a). 

x = a + lk.71 

x-k - a + 2 k7T 

L’ensemble des solutions est S - { a + 2kn ; 7t -a + 2kn / teZ} 


Les solutions de 1’equation sont: : 


keZ . 


Exemple 1 : Resoudre x reel, sin(x) = 


4i 


•v/2 # 

sin(x) = ~y~ <=> sin(x) = sin — o 


x=—+2k77 

4 

2)77 

X=-b2Lr 

4 




jC 2)77 i 

L’ensemble des solutions est 5 =1— + 2Lr;—+2 k77/keZ\ 


2.77 

Exemple 2 : Resoudre x reel, sin(4x) = sin —, 


sin(4x) = sin^-<=> 


2 77 

4x= — +2k77 
3 

2 77 

4x=77 — -+2 k77 
3 


£eZ<=> 


77 k77 

X= - 1 - 

6 2 

# k77 

X= - 1 - 

12 2 


L’ensemble des solutions est \ —+— ; —+— ik^Z 

6 2 12 2 


keZ 


3°) Cas particuliers ( sin(x) = 0 ; cos(x) = 0) 


sin(jc) = 0 <=4> x = kn tel que k e Z 


cos( jt) = 0 <=> x = ^ +kn , k eZ 


keZ 
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4°) Equation tan(x ) = a (a eR, xeR) 

• tan(x) = a o tan(x) = tan(a) avec a = tan(o<). 

Les solutions de 1’equation sont: x-a + knkGZ. 
L’ensemble des solutions est S - { a + kli / k&Z }. 

s 

Exemple 1 : Resoudre x €]- n ; n] , tan(x) = — 

/ \ "\/3 K 71 

tan(x) — — <=>tan(A) = tan — <=> x = —v kzr, ke Z 
3 6 6 

- si k = 0 alors jc = — e 1 tztz] ; 

6 J J 

- Si k = 1 alors * = — g 1 ti tc ] 

6 

- Sik = -1 alors x = -—e ] nn] 

6 


- Si k = -2 alors 


11 K 


X = ~- 


<£ ] 71 7t ]. D’OU 5 


_l;r. 5;r] 
]-^] “1 6 "’ 6 ~ I 


Exemple 2 : Resoudre x reel, tan(2x) = V3 . 

tan(2x) = V3 <=> tan(2x) - tan— <=> 2x = — + 2kn <=> x = — + — 

3 3 6 2 


L’ensemble des solutions de l’equation dans R est: S={ + —/ k eR} 

6 2 


VII- Formules d’addition : 

1°) Calcul de cos (a - b): 




f cosa^i 


f cos b\ 

OM 


et ON 

v sinb y 


y sin a J 



IA OM • ON = OM x ON cos 


OM ;ON 


cos(a - b) = OM .ON. D’ou 
cos (a - b) = cosa cosb + sina sinb 
En rempla§ant b par - b on a: 
cos (a + b) = cosa cosb - sina sinb 
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2°) Calcul de sin (a - b): 


K 


Dans la formule de cos(a+b) remplagons a par (—-a) 


cos 


K 


-a+b = cos 


K 


-a cosb - sin 


K 


-a \sinb <=> 


cos 


K 


-( a-b ) | = cos 

v 2 


n . . 

—a | coso - sin 
2 


--a I sin Z? <=> sin{a-b) = sin a cos Z? - cos a sin Z? ; 
v 2 


d’ou : sin(a -b)- sin acos b - sin bcos a 


En remplagant b par (- b) on a : sin(a + b) - sin acosb + sinbcosa 


3°) Calcul de tg (a-b): 

, ,, sin(«-Z>) sinocosZi-cosasinZ? 

tan(a - b) = —--- =- 

cos {a-b) cos a cos Z?+sin a sin Z? 


en divisant le numerateur et le denominateur par cosa cosb on obtient 


sin a cos b cos a sin b 


tan (a — b) = 


cosa cos b 

cos a cos b 

-b 

cos acosb 


cosa cos b 
sin a sin b 

cos a cos b 


tan a -tan b 
1+tanotanZ? 


D’ou 


tan (a -b) = 


tana - tan b 
1 + tanatanb 


. et 


tan (a + b) - 


tan a + tan b 
1 - tanatanb 


VIII- Formules de multiplication : 

1°) multiplication par deux : 

Quel que soit le nombre reel x on a : cos(2x) = cos 2 x - sin 2 * . 


cos(2x) = (1- sin 2 x) - sin 2 x o cos(2x) =1- 2sin 2 x . 


cos(2x) = cos 2 x- (1- cos 2 x) o cos(2x) = 2cos 2 x -1 . 
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2-2 2-2 

. 2 .2 „ cos x-sin x „ cos x-sin x 

cos(2x) = cos x - sin x <=> cos 2.x =- : -<=> cos 2x = 


1 


cos 2 x+sin 2 x 


cos 2 * sin 2 .* 


2 2 

r\ COS X COS X ^ n, 

cos 2x =-<=> cos 2x ■ 


cos 2 x sin 2 x 
-+- 


1-tan x 
1+tan 2 x 


; COs2x = 


l-tan 2 x 
1 + tan 2 x 


cos 2 x cos 2 a; 


. sin(2x) = 2sin xcos % . 

2°) Expression de cos 2 x ; sin 2 x ; tg 2 x en fonction de cos(2x): 


_ _ 2 i 2 ^ 2 l + cos2x 

cos2x = 2cos x-l<^2cos % = 1 + cos 2x cos x =- 


. cos~x = 


1 + cos2x 


2 . 2 0 . 2 l-cos2x 


cos2x = l-2sin‘ x<^> 2sin‘ x = 1 - cos 2x <=» sin x = 


l-cos2x 


. sin x- 


2 sin 2 * 

tan~x =-— 

cos' x 


1 - cos2x 
2 

1 + cos2x 

2 


1-cos 2.x 
1 + cos2% 


o l-cos2x 

<=> tan" x =- . 

1 + cos2x 


IX - Transformations trigonometrique : 

1°) Rappel: 

cos(a + b) = cosacosb - sin asinb (1) 
cos(« — b) = cosacosb + sin asinb (2) 
sin(a + b) = sin acosb + sinZ? cosa (3) 
sin(a -b) = sin acosb - sinZ? cosa (4) 

(l) + (2)=> cos(a + b) + cos(a - b) = 2cosacos& 

(l) - (2)=> cos(a + b) - cos (a - b) =- 2sin asin b 
(3) + (4) =>sin(a + b) + sin(a - b) = 2sin acosb 
(3) - (4)=>sin(a + b) - sin(a -b) = 2cos asin b 
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En posant a + b = peta-b = qon obtient: 


a+b=p 

< 

a-b=q 


<=>< 


a= 


b= 


p+q 

2 d’ou 
p-q 


cos p + cos q = 2cos 

(p + q 

cos 

/ 

r p-q' 


l 2 , 

l 2 J 


. (p + q\ . 
cos p — cos q = -2 sin --- sn 

l 2 J 

\{ p ~ q 
l 2 

\ 

J 


sin p + sing = 2sin 

' p + <i\ 

C 2 J 

cos 

1 (N 

Cc 

V J 



sin p - sing = 2cos 

'p + 9) 

sin 

V 

p-q\ 


v 2 J 

2 J 


sin(» + g) , x sin(p-q) 

tan p + tan q =- et tan(/? - q) = ■ 


cos p cos q 


cos pcosq 


Exemple : Resoudre x reel, cos(3x) + cos(x) = 0 


Nous savons que : cos p + cos q = 2 cos 


p+q_ 

v 2 J 


cos 


' p-q 

l 2 


done cos(3x) + cos(x) = 0 


<=> 2 cos 


^3a+a^ 

. 2 , 


cos 


3x—x 


= 0 <=> 2 cos 2a cos x = 0 <=> cos 2a = 0 ou cos a = 0 


2a =—+k7T 
2 

7U , 

x —— Ykn 
2 


&eZ<=> 


n k7T 

X ——I- 

4 2 L’ensemble des solutions dans R est 

7Z . 

a= —vkn 
2 


„ \n kn 7i , . , „ 1 

S TD — 1 —I-j — \-k7T / keZ , 

IR \4 2 2 
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X - Equation de la forme : acosx + bsinx = c : (a* 0 ; b * 0) 


Pour resoudre une telle equation on calcul le reel strictement positif note 
r= V a 2 +b 2 . a cos x + b sinx-c <^> -cosx + -sinx=- . 

r 


On cherche ex un reel tel que : 


cos<x=- 


b 

sina=— 

r 


V equation est equivalente a 


. . c c 

COS X COS (X + Sin X sin <X= <=> eos( X — <X ) = , qui est un type d'equation que 

r r 

nous avons deja etudie. 

Exemple : resoudre x reel, cos x + V3 sin x = V2. 
a =1 ; b = V3 ; c - V2 ; r=^ja 2 +b 2 = -\/1 2 +(V3) 2 =2 . 


Determinons 1’angle ex tels que : 
L’equation est equivalente a : 


cos<x= 


siner=- 


1 

'2 

V3 


n 

a = — 
3 


/ \ C 7t a / 2 ^ 7t 

COS( X —0C )=—<=> cos( x -) = — « cos( x-) = cos — . 

r 3 2 3 4 


In 


n 


D’ou 1’ensemble des solutions est S IR = <; TT - + 2 kn; — + 2 kn / keZ 


12 


12 


XI - Inequations trigonometriques : 


1°) Exemple 1 : Resoudre x reel 1’inequation sinx > - 


1 


a) dans l’intervalle [0 ; 271 ] ; b) dans l’intervalle [-71; n ] 
Reponse : 
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71 11 71 

M est l’image de Tangle ( —) ou (—) et M’ est l’image de Tangle 

6 6 

57T 7 K 1 

( - ) ou (—). Les solutions de Tinequation sinx > — sont les images des points 

6 6 2 

situes sur l’arc de cercle MM contenant A et B. (ou les points M du cercle dont les 
ordonnees y sont superieures ou egales a la droite d’equation y = ) 


a) dans l’intervalle [0 ; 2n ] S = 

b) dans l’intervalle [-71; n ] S = 


0: T 


- 7 T,- 


U 
5 7 U 


11 ^ 


2 71 


u 


71 


; n 


2°) Exemple 2 : Resoudre x reel Tinequation : cosx < ^ 
Reponse : 



La solution dans [-n ; 7t ] est: S = 


71 


K 

~K, - 

u 

~ , 71 

L 3 


3 J 


La solution dans R est: S - 


-7r+2k7r,-—+2k7r 

u 

—+2 kK , 7T+2k7T 

L 3 


3 J 


ke Z 


3°) Exemple 3 : soit f(x) = 2cos 2 x - 3cos x-2. 

Etudier le signe d ef(x) pour x e [0 ; 27t] et en deduire Tensemble des solutions 
de T inequation/(x) > 0 . 
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- 0 - 


f(x) - 0 <=> 2cos 2 x-3cos x - 2 = 0. Posons cosx = x, 

L’equation resolvante est: X 2 - 3X - 2 = 0. 

A = 9 +16 = 25 >0 •£=> x. = — et x~ = 2 d'ou 

1 2 2 

f(x) = (2X + 1) (X - 2)<=>f(x) = (2cos x +1) (cos x - 2) = 0 . 


1 

cosx =— <=> 
2 


2 k 

x=—+2 kK 

3 

2k 

x= - v2kn 

3 


ou 


cos x = 2 impossible 


2 n 

Pour x = — + 2 k7r on a < 

3 


k =0 ^ x= Y e 
fc=l => x=y £ [o ; 2;r] 
ik=-l => *=-y e t° ; lK 1 


Pour x = 


In 

— + 2/c^r on a < 
3 


£=0 => *=-y £ [0 ; 2n\ 

A 'IT 

k= 1 =^> x= ~^~ e [0 ; 2;r] 
ik=-l => *=— e [0 ; 2k] 


2k 4 k 

0 3 3 2k 


cosx - 2 

- 

- 

- 

2 cosx + 1 

+ ( 

) - ( 

) + 

f(x) 

( 

> + < 

1 


L’ensemble des solutions de V inequation est S = 


2k 

T 


4k 

T 


Trigonometric 
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